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✶✸✳✸✳✶ ◗✉❛❞r❛t ❝♦✉♥t t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✶✸✳✸✳✷ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✸✾

✷



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❵❘❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✬ ❛r❡ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤r❡❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s t❛❦❡♥ ❢r♦♠
♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤r❡❡ ♣✐♣❡tt❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❥✉❣ ♦❢ ♠✐❧❦✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s✱ ✇✐t❤ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛ ✐♥
❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ t✇♦ ❥✉❣s ♦❢ ♠✐❧❦ t❤❛t ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ t❤r❡❡
♣✐♣❡tt❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❥✉❣✳

❊✈❡♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✉r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✱ ❝♦✈❛r✐❛t❡s s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭s✉❝❤ ❛s
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✮✳

❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡s s♦♠❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛tst❛t ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ s✉❝❤
❞❛t❛✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✻ ♦❢ t❤❡ s♣❛tst❛t ❜♦♦❦ ❬✷❪✳

✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ ❛r❡✿

❼ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✜tt✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♣♣♠✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛tst❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♣♠✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ✜t ●✐❜❜s
♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛s❡ts❀

❼ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ✧♠♣♣♠✧ ♦❢ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ✜tt❡❞ ❜② ♠♣♣♠ ✭❡✳❣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣r✐♥t ❛♥❞
♣❧♦t t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡✈✐❛♥❝❡ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧s✮

❼ s♦♠❡ t♦♦❧s ❢♦r ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s❀

❼ ❜❛s✐❝ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② st♦r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ✏❤②♣❡r❢r❛♠❡✑✳ ❆
❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✐s ❧✐❦❡ ❛ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡❛❝❤ ❡♥tr② ✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ♦r ❛
♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❼ ❢♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳

✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ✈✐❡✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❵✉♥✐ts✬ ✳ ❊❛❝❤ ✉♥✐t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ s❡t ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✮✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ②✐❡❧❞s ❛ r❡s♣♦♥s❡

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡
✈❛❧✉❡ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❢❛❝t♦r✮✱ ♦r ❛ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡✳

❚❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡s ❛r❡✿

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣❧✐❝❛t❡s✿ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ n ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❵r❡s♣♦♥s❡s✬ ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t
♣❛tt❡r♥s❀ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳

r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❣r♦✉♣s✿ t❤❡r❡ ❛r❡ K ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ✭❡✳❣✳ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛s♣✐r✐♥✱ ♥✉r♦❢❡♥✮✳
■♥ ❣r♦✉♣ k ✭k = 1, . . . ,K✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ nk ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡♣❧✐❝❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣✳ ❲❡ r❡❣❛r❞ t❤✐s ❛s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ n =

∑
k nk ✉♥✐ts✳ ❚❤❡

r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s❀ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ✭❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✮
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦✳

✸



❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t ♥♦ t✇♦ ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❛t❡rstr✐❞❡rs✱ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❛♥❞ ❞❡♠♦❤②♣❡r

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ s♣❛tst❛t✳

✹ ■♥st❛❧❧❡❞ ❞❛t❛s❡ts

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ s♣❛tst❛t✳

❼ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs✿ P❡♥tt✐♥❡♥✬s ❬✾❪ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛ r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥s❡❝t ❧❛r✈❛❡ ♦♥ ❛
♣♦♥❞ ✐♥ ✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❼ ♣②r❛♠✐❞❛❧✿ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❉✐❣❣❧❡✱ ▲❛♥❣❡ ❛♥❞ ❇❡♥❡s ❬✼❪ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❤✉✲
♠❛♥ ❜r❛✐♥✱ ✸✶ ❤✉♠❛♥ s✉❜❥❡❝ts ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❣r♦✉♣s ✭❝♦♥tr♦❧s✱ s❝❤✐③♦❛✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝✮✳

❼ ❢❧✉✿ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧ ❬✺❪ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐r✉s ♣r♦t❡✐♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s
♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥❢❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✢✉❡♥③❛ ✈✐r✉s❀ ✹✶ ♠✉❧t✐t②♣❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✈✐r✉s t②♣❡s
✭✇✐❧❞ ❛♥❞ ♠✉t❛♥t✮ ❛♥❞ t✇♦ st❛✐♥ t②♣❡s✳

❼ s✐♠❜❛✿ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✺ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ♣❡r
❣r♦✉♣✳

❼ ❞❡♠♦❤②♣❡r✿ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐t
❤❛s ❛ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡✳

✺ ▲✐sts ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❋✐rst ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ st♦r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥✐ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ✐s st♦r❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ✧♣♣♣✧✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛② t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡s ✐s t♦ ❢♦r♠ ❛ ❧✐st ♦❢ ✧♣♣♣✧ ♦❜❥❡❝ts✳

✺✳✶ ❲❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛

❚❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛ ❛r❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ♦❢ ✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥s❡❝t ❧❛r✈❛❡ ♦♥ ❛ ♣♦♥❞✳ ❙❡❡ ❤❡❧♣✭✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮✳

❃ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs

▲✐st ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✶✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✸✽ ♣♦✐♥ts

✇✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✹✽✳✶❪ ① ❬✵✱ ✹✽✳✶❪ ❝♠

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✷✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✸✻ ♣♦✐♥ts

✇✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✹✽✳✽❪ ① ❬✵✱ ✹✽✳✽❪ ❝♠

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✸✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✸✻ ♣♦✐♥ts

✇✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✹✻✳✹❪ ① ❬✵✱ ✹✻✳✹❪ ❝♠

✹



❚❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛s❡t ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■t ✐s ❛ ❧✐st✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ✐s ❛ ♣♦✐♥t
♣❛tt❡r♥ ✭♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ✧♣♣♣✧✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♥♦t
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

✺✳✷ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❧✐st♦❢

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛s❡t ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ✧❧✐st♦❢✧✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧✐st ♥❡❛t❧② ✖ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
♣r✐♥t✐♥❣✱ ♣❧♦tt✐♥❣ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐s✐♥❣ t❤❡ ❧✐st✳

❃ ♣❧♦t✭✇❛t❡rstr✐❞❡rs✱ ♠❛✐♥❂✧✧✮

  
Component_1

  
Component_2

  
Component_3

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧♦t ♠❡t❤♦❞ ❞✐s♣❧❛②s ❡❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡r❡✬s ❛❧s♦ t❤❡
s✉♠♠❛r② ♠❡t❤♦❞✿

❃ s✉♠♠❛r②✭✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ✸ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✶✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✸✽ ♣♦✐♥ts

❆✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✵✳✵✶✻✹✷✹✺✺ ♣♦✐♥ts ♣❡r sq✉❛r❡ ❝♠

❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✷ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡s

✐✳❡✳ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✵✳✵✶ ❝♠

❲✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✹✽✳✶❪ ① ❬✵✱ ✹✽✳✶❪ ❝♠

❲✐♥❞♦✇ ❛r❡❛ ❂ ✷✸✶✸✳✻✶ sq✉❛r❡ ❝♠

❯♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤✿ ✶ ❝♠

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✷✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✸✻ ♣♦✐♥ts

❆✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✵✳✵✶✺✶✶✻✾ ♣♦✐♥ts ♣❡r sq✉❛r❡ ❝♠

❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✷ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡s

✐✳❡✳ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✵✳✵✶ ❝♠

❲✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✹✽✳✽❪ ① ❬✵✱ ✹✽✳✽❪ ❝♠

❲✐♥❞♦✇ ❛r❡❛ ❂ ✷✸✽✶✳✹✹ sq✉❛r❡ ❝♠

✺



❯♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤✿ ✶ ❝♠

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✸✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✸✻ ♣♦✐♥ts

❆✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✵✳✵✶✻✼✷✶✶✼ ♣♦✐♥ts ♣❡r sq✉❛r❡ ❝♠

❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✷ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡s

✐✳❡✳ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✵✳✵✶ ❝♠

❲✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✹✻✳✹❪ ① ❬✵✱ ✹✻✳✹❪ ❝♠

❲✐♥❞♦✇ ❛r❡❛ ❂ ✷✶✺✷✳✾✻ sq✉❛r❡ ❝♠

❯♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤✿ ✶ ❝♠

✺✳✸ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ ❧✐st♦❢ ♦❜❥❡❝t

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥
♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✶✵✵✳

❃ ❳ ❁✲ ❧✐st♦❢✭r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✱ r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✱ r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✮

❚❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞✳

❃ ♣❧♦t✭❳✮

❃ ❳

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✶ ✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✶✵✺ ♣♦✐♥ts

✇✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✶❪ ① ❬✵✱ ✶❪ ✉♥✐ts

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✷ ✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✶✵✽ ♣♦✐♥ts

✇✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✶❪ ① ❬✵✱ ✶❪ ✉♥✐ts

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✸ ✿

P❧❛♥❛r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✿ ✶✵✶ ♣♦✐♥ts

✇✐♥❞♦✇✿ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❂ ❬✵✱ ✶❪ ① ❬✵✱ ✶❪ ✉♥✐ts

X
  

Component_1
  

Component_2
  

Component_3

❚♦ ❝♦♥✈❡rt ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐st t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ❧✐st♦❢✱ ✉s❡ ❛s✳❧✐st♦❢✳

✻



✻ ❍②♣❡r❢r❛♠❡s

❆ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✐s ❧✐❦❡ ❛ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐ts ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞✳ ❆ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✐s
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♥❡ t②♣❡ ✭❛s ✐♥ ❛ ❞❛t❛
❢r❛♠❡✮ ♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ♦♥❡ ❝❧❛ss✳

❚❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✐♥❞♦✇s✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳
❚♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✳

❚❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s r❡♣r❡s❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡s✮✳

✻✳✶ ❈r❡❛t✐♥❣ ❤②♣❡r❢r❛♠❡s

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✳

❃ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭✳✳✳✮

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✳✳✳ ❛r❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❛❣❂✈❛❧✉❡✳ ❊❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡
❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ t❛❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✳

❊❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r

❼ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈❡❝t♦r ♦r ❢❛❝t♦r ✭✐✳❡✳ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❡❝t♦r✱ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r✱ ❝❤❛r❛❝t❡r ✈❡❝t♦r✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r✱
❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r ♦r ❢❛❝t♦r✮

❼ ❛ ❧✐st ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss

❼ ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈❡❝t♦r ♦r ❢❛❝t♦r

❼ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳

❆❧❧ ❝♦❧✉♠♥s ✭✈❡❝t♦rs✱ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❧✐sts✮ ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✐❢ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
✶✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡r❡ ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❳❂✶✿✸✱ ❨❂❧✐st✭s✐♥✱❝♦s✱t❛♥✮✮

❃ ❍

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳ ❨

✶ ✶ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮

✷ ✷ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮

✸ ✸ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r str✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r✱ ✉♥❧❡ss ②♦✉ s❡t str✐♥❣s❆s❋❛❝t♦rs❂❋❆▲❙❊
✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✳

❃ ● ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❳❂✶✿✸✱ ❨❂❧❡tt❡rs❬✶✿✸❪✱ ❩❂❢❛❝t♦r✭❧❡tt❡rs❬✶✿✸❪✮✱

✰ ❲❂❧✐st✭r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✱r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✱ r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✮✱

✰ ❯❂✹✷✱

✰ ❱❂r♣♦✐s♣♣✭✶✵✵✮✱ str✐♥❣s❆s❋❛❝t♦rs❂❋❆▲❙❊✮

❃ ●

✼



❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳ ❨ ❩ ❲ ❯ ❱

✶ ✶ ❛ ❛ ✭♣♣♣✮ ✹✷ ✭♣♣♣✮

✷ ✷ ❜ ❜ ✭♣♣♣✮ ✹✷ ✭♣♣♣✮

✸ ✸ ❝ ❝ ✭♣♣♣✮ ✹✷ ✭♣♣♣✮

❚❤✐s ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❤❛s ✸ r♦✇s ❛♥❞ ✻ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♥❛♠❡❞ ❯ ❛♥❞ ❱ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❛❧❧ ❡♥tr✐❡s
✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ♥❛♠❡❞ ❨ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r ✈❡❝t♦r ✇❤✐❧❡ ❩ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r✳

✻✳✷ ❍②♣❡r❢r❛♠❡s ♦❢ ❞❛t❛

❚♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✳ ❚❤❡
r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s r❡♣r❡s❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡s✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤②♣❡r❢r❛♠❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡♠♦❤②♣❡r✱ ❢❧✉✱ s✐♠❜❛
❛♥❞ ♣②r❛♠✐❞❛❧✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ s✐♠❜❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❵❝♦♥tr♦❧✬ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛ ❵tr❡❛t✲
♠❡♥t✬ ❣r♦✉♣✱ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✺ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✽✵✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❛r❡ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❤❡❧♣✭s✐♠❜❛✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ s✐♠❜❛ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛
❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ✶✵ r♦✇s ❛♥❞ ✷ ❝♦❧✉♠♥s✿ P♦✐♥ts ✭t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✮ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✭❛ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧s
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥t✮✳

❃ s✐♠❜❛

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

P♦✐♥ts ❣r♦✉♣

✶ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✷ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✸ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✹ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✺ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✻ ✭♣♣♣✮ tr❡❛t♠❡♥t

✼ ✭♣♣♣✮ tr❡❛t♠❡♥t

✽ ✭♣♣♣✮ tr❡❛t♠❡♥t

✾ ✭♣♣♣✮ tr❡❛t♠❡♥t

✶✵ ✭♣♣♣✮ tr❡❛t♠❡♥t

❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❉✐❣❣❧❡✱ ▲❛♥❣❡ ❛♥❞ ❇❡♥❡s ❬✼❪ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣②r❛✲
♠✐❞❛❧ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥✳ ❖♥❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✸✶ ❤✉♠❛♥ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡
s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❣r♦✉♣s ✭❝♦♥tr♦❧s✱ s❝❤✐③♦❛✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝✮✳ ❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧

❞❛t❛s❡t ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ✸✶ r♦✇s ❛♥❞ ✷ ❝♦❧✉♠♥s✿ ◆❡✉r♦♥s ✭t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✮ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✭❛ ❢❛❝t♦r
✇✐t❤ ❧❡✈❡❧s ❝♦♥tr♦❧✱ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝✮✳

❃ ♣②r❛♠✐❞❛❧

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

◆❡✉r♦♥s ❣r♦✉♣

✶ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✷ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✽



✸ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✹ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✺ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✻ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✼ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✽ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✾ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✶✵ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✶✶ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✶✷ ✭♣♣♣✮ ❝♦♥tr♦❧

✶✸ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✶✹ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✶✺ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✶✻ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✶✼ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✶✽ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✶✾ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✷✵ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✷✶ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦❛❢❢❡❝t✐✈❡

✷✷ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✸ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✹ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✺ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✻ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✼ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✽ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✷✾ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✸✵ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

✸✶ ✭♣♣♣✮ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❝

❚❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛s❡t ✐s ♥♦t ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡❀ ✐t✬s ❥✉st ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✿

❃ ✇s ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❙tr✐❞❡rs❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ✩✿

❃ ❍✩❳

❬✶❪ ✶ ✷ ✸

❃ ❍✩❨

✶✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭①✮ ✳Pr✐♠✐t✐✈❡✭✧s✐♥✧✮

✷✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭①✮ ✳Pr✐♠✐t✐✈❡✭✧❝♦s✧✮

✾



✸✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭①✮ ✳Pr✐♠✐t✐✈❡✭✧t❛♥✧✮

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✩ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦r ❢❛❝t♦r ✐❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡s❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❛ ❧✐st ♦❢
♦❜❥❡❝ts ✭✇✐t❤ ❝❧❛ss ✧❧✐st♦❢✧ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ♣r✐♥t ❛♥❞ ♣❧♦t✮✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦❧✉♠♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✭♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ♦r ❝r❡❛t❡❞✮ ✉s✐♥❣ ✩❁✲✿

❃ ❍✩❯ ❁✲ ❧❡tt❡rs❬✶✿✸❪

❃ ❍

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳ ❨ ❯

✶ ✶ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛

✷ ✷ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜

✸ ✸ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❝

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥✲❜②✲❝♦❧✉♠♥✿

❃ ● ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭✮

❃ ●✩❳ ❁✲ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs

❃ ●✩❨ ❁✲ ✶✿✸

❃ ●

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳ ❨

✶ ✭♣♣♣✮ ✶

✷ ✭♣♣♣✮ ✷

✸ ✭♣♣♣✮ ✸

✻✳✹ ❙✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡

❖t❤❡r s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❬✿

❃ ❍❬✱✶❪

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳

✶ ✶

✷ ✷

✸ ✸

❃ ❍❬✷✱❪

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳ ❨ ❯

✷ ✷ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜

❃ ❍❬✷✿✸✱ ❪

✶✵



❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳ ❨ ❯

✷ ✷ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜

✸ ✸ ✭❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❝

❃ ❍❬✶✱✶❪

❍②♣❡r❢r❛♠❡✿

❳

✶ ✶

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬ ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✱ ✉♥❧❡ss ②♦✉ s❡t ❞r♦♣❂❚❘❯❊ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡
❡❧❡♠❡♥t ♦r ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥✿

❃ ❍❬✱✶✱❞r♦♣❂❚❘❯❊❪

❬✶❪ ✶ ✷ ✸

❃ ❍❬✶✱✶✱❞r♦♣❂❚❘❯❊❪

❬✶❪ ✶

❃ ❍❬✶✱✷✱❞r♦♣❂❚❘❯❊❪

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭①✮ ✳Pr✐♠✐t✐✈❡✭✧s✐♥✧✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❬❁✲ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ②♦✉ t♦ ❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡s t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✳

✼ P❧♦tt✐♥❣

✼✳✶ P❧♦tt✐♥❣ ❛ ❧✐st♦❢ ♦❜❥❡❝t

❚❤❡ ♣❧♦t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧✐st♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❤❛s ❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts

❃ ♣❧♦t✳❧✐st♦❢✭①✱ ✳✳✳✱ ♠❛✐♥✱ ❛rr❛♥❣❡ ❂ ❚❘❯❊✱ ♥r♦✇s ❂ ◆❯▲▲✱ ♥❝♦❧s ❂ ◆❯▲▲✮

✇❤❡r❡ ♠❛✐♥ ✐s ❛ t✐t❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛❣❡✳
■❢ ❛rr❛♥❣❡❂❚❘❯❊ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛♥❡❧s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❣❡ ✭✇✐t❤

♥r♦✇s r♦✇s ❛♥❞ ♥❝♦❧s ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♣❛♥❡❧s✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ❛rr❛♥❣❡❂❋❆▲❙❊ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❥✉st ♣❧♦tt❡❞ ❛s
❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❧♦t ❢r❛♠❡s✳

❚❤❡ ❡①tr❛ ❛r❣✉♠❡♥ts ✳✳✳ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧♦t ♣❛♥❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡
♣❧♦t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞✐s♣❧❛②s ❡❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❙✉✐t❛❜❧❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡♥tr✐❡s✳

❃ ♣❧♦t✭✇❛t❡rstr✐❞❡rs✱ ♣❝❤❂✶✻✱ ♥r♦✇s❂✶✮

waterstriders
  

Component_1
  

Component_2
  

Component_3

✶✶



✼✳✷ P❧♦tt✐♥❣ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡

✼✳✷✳✶ P❧♦tt✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥

■❢ ❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧♦t✭❤✮ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❤ ❛♥❞ ♣❧♦t
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛♥❡❧ ♦♥ ♦♥❡ ♣❛❣❡ ✭❛❝t✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❧♦t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❧❛ss ✧❧✐st♦❢✧✮✳

❃ ♣❧♦t✭s✐♠❜❛✮

simba
  
1

  
2

  
3

  
4

  
5

  
6

  
7

  
8

  
9

  
10

❚❤✐s ♦♥❧② ✇♦r❦s ✐❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧♦t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✐♥❞♦✇s✮✳

❚♦ s❡❧❡❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧✉♠♥✱ ✉s❡ ✩ ♦r ❬✿

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❳❂✶✿✸✱ ❨❂❧✐st✭s✐♥✱❝♦s✱t❛♥✮✮

❃ ♣❧♦t✭❍✩❨✮
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❚❤❡ ♣❧♦t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ♣❧♦t✳❧✐st♦❢ ✭❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣❧♦t✳❢✉♥❝t✐♦♥✱
s✐♥❝❡ ❍✩❨ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳

✶✷



✼✳✷✳✷ ❈♦♠♣❧❡① ♣❧♦ts

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s♣❧❛② ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣❧♦t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛
❤②♣❡r❢r❛♠❡✿

❃ ♣❧♦t✭❤✱ ❡✮

✇❤❡r❡ ❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❡ ✐s ❛♥ ❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛❧❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
r♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ♣❛♥❡❧✳

❃ ♣❧♦t✭❞❡♠♦❤②♣❡r✱ q✉♦t❡✭④ ♣❧♦t✭■♠❛❣❡✱ ♠❛✐♥❂✧✧✮❀ ♣❧♦t✭P♦✐♥ts✱ ❛❞❞❂❚❘❯❊✮ ⑥✮✮

demohyper

−
0

.3
−

0
.2

−
0

.1
0

0
.1

0
.2

0
.3

−
0

.3
−

0
.1

0
.1

0
.3

−
0

.3
−

0
.1

0
.1

0
.3

◆♦t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ q✉♦t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r❛❝❡s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳
❚♦ ♣❧♦t t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛s❡t✱

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❇✉❣s❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ♣❧♦t✭❍✱ q✉♦t❡✭♣❧♦t✭❑❡st✭❇✉❣s✮✮✮✱ ♠❛rs✐③❡❂✶✮
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✽ ❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

✽✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❤②♣❡r❢r❛♠❡s

❖❢t❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✳
■♥ ❛ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐t❤✿

❃ ❞❢ ❁✲ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❆❂✶✿✶✵✱ ❇❂✶✵✿✶✮

❃ ✇✐t❤✭❞❢✱ ❆✲❇✮

❬✶❪ ✲✾ ✲✼ ✲✺ ✲✸ ✲✶ ✶ ✸ ✺ ✼ ✾

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆✲❇ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛
✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐s ❣❡♥❡r✐❝✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❞❛t❛ ❢r❛♠❡s✱ ✇✐t❤✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ✇✐t❤✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✳

❚❤❡ s❛♠❡ s②♥t❛① ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❤②♣❡r❢r❛♠❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✳❤②♣❡r❢r❛♠❡✿

❃ ✇✐t❤✭❤✱❡✮

❍❡r❡ ❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ ❡ ✐s ❛♥ ❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥str✉❝t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❤✳ ❋♦r
❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ❤✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ r♦✇ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
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❃ ❧❛♠❜❞❛ ❁✲ r❡①♣✭✻✱ r❛t❡❂✶✴✺✵✮

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❧❛♠❜❞❛❂❧❛♠❜❞❛✮

❃ ❍✩P♦✐♥ts ❁✲ ✇✐t❤✭❍✱ r♣♦✐s♣♣✭❧❛♠❜❞❛✮✮

❃ ♣❧♦t✭❍✱ q✉♦t❡✭♣❧♦t✭P♦✐♥ts✱ ♠❛✐♥❂♣❛st❡✭✧❧❛♠❜❞❛❂✧✱ s✐❣♥✐❢✭❧❛♠❜❞❛✱ ✹✮✮✮✮✮

✶✻



H

  lambda= 9.673   lambda= 27.28   lambda= 26.98

  lambda= 112.2   lambda= 121.9   lambda= 16.78

■t✬s ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✺✵✱
s❛②✿

❃ ❍✩❳ ❁✲ ✇✐t❤✭❍✱ r♣♦✐s♣♣✭✺✵✮✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r♣♦✐s♣♣✭✺✵✮ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❡❛❝❤
r♦✇ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss✳

✾ ❊①♣❧♦r❛t♦r② ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

❇❡❢♦r❡ ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♣r✉❞❡♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❞❡t❡❝t ✉♥✉s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t♦
s✉❣❣❡st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳

✾✳✶ ❊①♣❧♦r✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ tr❡♥❞ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❡✛❡❝ts

P♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❧② ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✭✏s♣❛t✐❛❧
tr❡♥❞✑✮ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✭✏❝♦✈❛r✐❛t❡ ❡✛❡❝ts✑✮✳

◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♥s✐t② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧② ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s t❤❡
❦❡r♥❡❧✲s♠♦♦t❤❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t②✳♣♣♣ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳

❃ ♣❧♦t✭s✐♠❜❛✱ q✉♦t❡✭♣❧♦t✭❞❡♥s✐t②✭P♦✐♥ts✮✱ ♠❛✐♥❂✧✧✮✮✱ ♥r♦✇s❂✷✮
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❈♦✈❛r✐❛t❡ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✭❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ r❤♦❤❛t✳ ❚❤✐s ✉s❡s ❛ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

λ(u) = ρ(Z(u))

✇❤❡r❡ λ(u) ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ u✱ ❛♥❞ Z(u) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡
❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ρ ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✱ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ

❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■❢ ρ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss✮✳

❃ r❤♦s ❁✲ ✇✐t❤✭❞❡♠♦❤②♣❡r✱ r❤♦❤❛t✭P♦✐♥ts✱ ■♠❛❣❡✮✮

❃ ♣❧♦t✭r❤♦s✮
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✾✳✷ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❙t✐❧❧ t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✳ ❙❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✻ ♦❢ ❬❄❪✳

✶✵ ❋✐tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ tr❡♥❞

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♠♣♣♠ ✜ts ♠♦❞❡❧s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■ts s②♥t❛① ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❧♠ ❛♥❞
❣❧♠✿

❃ ♠♣♣♠✭❢♦r♠✉❧❛✱ ❞❛t❛✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✳✳✳✮

✇❤❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ tr❡♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❤②♣❡r✲
❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✭r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✮✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ❣r♦✉♣✱ s✐♠❜❛✱ P♦✐ss♦♥✭✮✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❛ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♥❛♠❡
♦❢ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❞❛t❛✳

✶✾



✶✵✳✶ ❚r❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛

❚❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t♦r ✭❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ tr❡♥❞✮✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r

❼ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❞❛t❛

❼ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❘ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭s✉❝❤ ❛s ♣✐ ❛♥❞ ❧♦❣✮

❼ t❤❡ r❡s❡r✈❡❞ ♥❛♠❡s ①✱ ② ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✱ ♠❛r❦s ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❛r❦ ✈❛❧✉❡s
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ♣♦✐♥ts✮ ♦r ✐❞ ✭❛ ❢❛❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r♦✇ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✮✳

✶✵✳✶✳✶ ❉❡s✐❣♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ tr❡♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❵❞❡s✐❣♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✬✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ s✐♠❜❛ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣❧✐❝❛t❡s

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t②✿

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✮

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✶✵ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮

✹✳✶✾✹✶✾

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚♦ ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✭❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✮ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st
♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ❡❛❝❤
❣r♦✉♣✿

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ❣r♦✉♣✱ s✐♠❜❛✮

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✶✵ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ❣r♦✉♣✱ s✐♠❜❛✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦❣r♦✉♣

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t

✹✳✷✻✽✷✾✼✾ ✲✵✳✶✺✹✶✺✵✼

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚♦ ✜t ❛ ✉♥✐❢♦r♠ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✿

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✐❞✱ s✐♠❜❛✮

✷✵



P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✶✵ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✐❞✱ s✐♠❜❛✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✐❞

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✐❞✷ ✐❞✸ ✐❞✹ ✐❞✺ ✐❞✻ ✐❞✼ ✐❞✽

✹✳✷✻✷✻✼✾✽✽ ✵✳✶✶✾✸✹✻✼✻ ✲✵✳✶✶✾✺✹✺✶✺ ✲✵✳✵✹✸✶✼✷✶✼ ✵✳✵✺✹✽✵✽✷✹ ✲✵✳✶✺✶✽✵✻✵✶ ✲✵✳✵✹✸✶✼✷✶✼ ✲✵✳✸✼✵✽✺✾✺✽

✐❞✾ ✐❞✶✵

✲✵✳✷✵✷✷✸✻✽✼ ✲✵✳✵✶✹✶✽✹✻✸

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

✶✵✳✶✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ tr❡♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❵s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✬✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡♠♦❤②♣❡r ❞❛t❛s❡t ❤❛s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ■♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡s✳

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ■♠❛❣❡✱ ❞❛t❛❂❞❡♠♦❤②♣❡r✮

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✸ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ■♠❛❣❡✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❡♠♦❤②♣❡r✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦■♠❛❣❡

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ■♠❛❣❡

✷✳✾✽✹✵✸✽ ✵✳✸✾✸✻✸✺

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

λ(u) = exp(β0 + β1Z(u))

❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ u✱ ✇❤❡r❡ β0, β1 ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ Z(u) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡
■♠❛❣❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ u✳

■t ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ Z✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② λ(u) t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
Z(u)✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ♦❢❢s❡t✭❧♦❣✭■♠❛❣❡✮✮✱ ❞❛t❛❂❞❡♠♦❤②♣❡r✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ■♠❛❣❡✱

λ(u) = exp(β0 + logZ(u)) = eβ0 Z(u).

❚❤❡ ♦❢❢s❡t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ logZ(u)✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ❧♦❣✭■♠❛❣❡✮✱ ❞❛t❛❂❞❡♠♦♣✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣❛♠♠❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ■♠❛❣❡✱

λ(u) = exp(β0 + β1 logZ(u)) = eβ0 Z(u)β1 .

✷✶



✶✶ ■♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧②✮ ✐❢♦r♠✉❧❛ ✐♥

❃ ♠♣♣♠✭❢♦r♠✉❧❛✱ ❞❛t❛✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✳✳✳✱ ✐❢♦r♠✉❧❛❂◆❯▲▲✮

✶✶✳✶ ❙❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦✐♥t
♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ✧✐♥t❡r❛❝t✧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

P♦✐ss♦♥✭✮ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss
❍❛r❞❝♦r❡✭✮ t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss
❙tr❛✉ss✭✮ t❤❡ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

❙tr❛✉ss❍❛r❞✭✮ t❤❡ ❙tr❛✉ss✴❤❛r❞ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss
❙♦❢t❝♦r❡✭✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s♦❢t ❝♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
P❛✐rP✐❡❝❡✭✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t

❉✐❣❣❧❡●❛t❡s❙t✐❜❜❛r❞✭✮ ❉✐❣❣❧❡✲●❛t❡s✲❙t✐❜❜❛r❞ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧
❉✐❣❣❧❡●r❛tt♦♥✭✮ ❉✐❣❣❧❡✲●r❛tt♦♥ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧

❋✐❦s❡❧✭✮ ❋✐❦s❡❧ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧
▲❡♥♥❛r❞❏♦♥❡s✭✮ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧

P❛✐r✇✐s❡✭✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❆r❡❛■♥t❡r✭✮ ❛r❡❛✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

●❡②❡r✭✮ ●❡②❡r✬s s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❇❛❞●❡②✭✮ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ●❡②❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❙❛t✉r❛t❡❞✭✮ ❙❛t✉r❛t❡❞ ♣❛✐r ♠♦❞❡❧✱ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❖r❞❚❤r❡s❤✭✮ ❖r❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❖r❞✭✮ ❖r❞ ♠♦❞❡❧✱ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
▼✉❧t✐❙tr❛✉ss✭✮ ♠✉❧t✐t②♣❡ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

▼✉❧t✐❙tr❛✉ss❍❛r❞✭✮ ♠✉❧t✐t②♣❡ ❙tr❛✉ss✴❤❛r❞ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss
❈♦♥❝♦♠✭✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❍②❜r✐❞✭✮ ❤②❜r✐❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❵s✐♠♣❧❡✬ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♠♣♣♠✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧
tr❡♥❞✳

✶✶✳✷ ❍②♣❡r❢r❛♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ✧✐♥t❡r❛❝t✧✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ✜t ❛ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

❙tr❛✉ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛❞✐✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✳
❚❤❡♥ r❛❞✐✐ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛❞✐✉s ❢♦r

❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❋✐rst ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts✿

❃ ❘❛❞ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❘❂r❛❞✐✐✮

❃ ❙tr ❁✲ ✇✐t❤✭❘❛❞✱ ❙tr❛✉ss✭❘✮✮

❚❤❡♥ ✇❡ ♣✉t t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ❛♥❞ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧✿

✷✷



❃ ■♥t ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭str❂❙tr✮

❃ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❂■♥t✮

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✶✵ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❂ ■♥t✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮

✹✳✸✼✷✸✼✻

❋✐tt❡❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿

str

✲✵✳✷✵✸✺✸✾✾

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✿ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✻✺✷✺✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✷✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✻✺✽✽✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✸✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✻✺✻✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✹✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✻✺✶✶✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✺✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✺✼✻✹✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✻✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✾✹✽✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✼✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✻✵✽✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✽✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✾✵✶✹✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✾✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✾✹✸✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✵✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✻✽✹✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✽✶✺✽✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ✭❡✳❣✳ ❙tr❛✉ss✮ ❛❧❜❡✐t ♣♦ss✐❜❧② ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ②♦✉
❝❛♥♥♦t ♣✉t P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥✳

✶✶✳✸ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛

■❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐❢♦r♠✉❧❛ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢✉❧❧② s♣❡❝✐❢②
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✭❆♥ ✐❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ✐❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥✳✮
❚❤❡ ✐❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡

t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✷✸



✶✶✳✸✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥

■❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✐❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❛♠❡✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳

❃ ❤ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❨❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ❣ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭♣♦❂P♦✐ss♦♥✭✮✱ str✹ ❂ ❙tr❛✉ss✭✹✮✱ str✼❂ ❙tr❛✉ss✭✼✮✮

❃ ♠♣♣♠✭❨ ⑦ ✶✱ ❞❛t❛❂❤✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❂❣✱ ✐❢♦r♠✉❧❛❂⑦str✹✮

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✸ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭❨ ⑦ ✶✱ ❞❛t❛ ❂ ❤✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❂ ❣✱ ✐❢♦r♠✉❧❛ ❂ ⑦str✹✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮

✲✸✳✺✷✷✺✽✻

❋✐tt❡❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿

str✹

✲✶✳✸✻✹✷✹✹

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✿ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

❙✉♠♠❛r② t❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

r♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✶ ✶ ❆

✷ ✷ ❆

✸ ✸ ❆

❦❡② t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❛❜❧❡✿

✩❆

❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✿ ✹

❋✐tt❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣❛♠♠❛✿ ✵✳✷✺✺✺✼✸✼

❂❂❂ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❂❂❂❂✿

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✹✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✷✺✺✻✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✷✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✹✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✷✺✺✻✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✸✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✹✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✷✺✺✻✮

✶✶✳✸✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞❡s✐❣♥

❚❤❡ ✐❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❞❛t❛✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s t❤❛t ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦r ❢❛❝t♦rs✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❬❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✳❪ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡

❃ ❢✐t ❁✲ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✱ ❙tr❛✉ss✭✵✳✵✼✮✱ ✐❢♦r♠✉❧❛ ❂ ⑦■♥t❡r❛❝t✐♦♥✯❣r♦✉♣✮

✷✹



❙✐♥❝❡ ❙tr❛✉ss✭✵✳✶✮ ✐s ♥♦t ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✱ ✐t ✐s ✜rst ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❧✉♠♥
♥❛♠❡❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐❢♦r♠✉❧❛ ❂ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✯❣r♦✉♣ s♣❡❝✐✜❡s ✭s✐♥❝❡ ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r✮ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ s❤❛❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❙tr❛✉ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣✳

❲❤❡♥ ②♦✉ ♣r✐♥t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✜t✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ tr✐❡s t♦ ❞♦ ❵❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✬ ♦❢ t❤❡
✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✜tt❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♥✉♠❜❡rs ❧✐❦❡ γ✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧
❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✿

❃ ❢✐t

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✶✵ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✱ ❙tr❛✉ss✭✵✳✵✼✮✱ ✐❢♦r♠✉❧❛ ❂ ⑦■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✯

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t

✹✳✶✾✼✾✼✽✻ ✵✳✹✸✽✾✼✸✺

❋✐tt❡❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✿❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t

✵✳✵✻✽✸✾✻✸✾ ✲✵✳✾✺✹✺✽✽✶✸

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✿ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡✿ ✬❣r♦✉♣✬

❙✉♠♠❛r② t❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

r♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✶ ✶ ❆

✷ ✷ ❆

✸ ✸ ❆

✹ ✹ ❆

✺ ✺ ❆

✻ ✻ ❇

✼ ✼ ❇

✽ ✽ ❇

✾ ✾ ❇

✶✵ ✶✵ ❇

❦❡② t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❛❜❧❡✿

✩❆

❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✿ ✵✳✵✼

❋✐tt❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣❛♠♠❛✿ ✶✳✵✼✵✼✽✾✼

✩❇

❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

✷✺



■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✿ ✵✳✵✼

❋✐tt❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣❛♠♠❛✿ ✵✳✹✶✷✷✷✷✻

❂❂❂ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❂❂❂❂✿

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✶✳✵✼✶✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✷✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✶✳✵✼✶✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✸✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✶✳✵✼✶✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✹✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✶✳✵✼✶✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✺✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✶✳✵✼✶✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✻✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✶✷✷✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✼✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✶✷✷✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✽✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✶✷✷✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✾✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✶✷✷✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✵✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✶✷✷✮

❚❤✉s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❙tr❛✉ss ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✐s ✶✳✵✼✶✱ ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ✵✳✹✶✷✷ ✭t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ✇❡r❡ 1 ❛♥❞ 0.5✮✳

❚❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

❃ ❝♦❡❢✭❢✐t✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t

✹✳✶✾✼✾✼✽✺✼ ✵✳✵✻✽✸✾✻✸✾ ✵✳✹✸✽✾✼✸✹✾

■♥t❡r❛❝t✐♦♥✿❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t

✲✵✳✾✺✹✺✽✽✶✸

❚❤❡ ❧❛st ♦✉t♣✉t s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βj ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t♦r ❢♦r t❤❡ ✭❧♦❣✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❢♦r ❛♥② ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❘✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✲

tr❛sts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜tt❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❘ s②st❡♠✿ s❡❡
❤❡❧♣✭❝♦♥tr❛sts✮ ♦r ♦♣t✐♦♥s✭❝♦♥tr❛sts✮✳ ■❢ ②♦✉ ❞✐❞ ♥♦t s♣❡❝✐❢② ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐s t♦ ✉s❡
tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♥tr❛sts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ N ❧❡✈❡❧s✱
t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❛❝t♦r
❧❡✈❡❧s 2, 3, . . . , N r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❜❛s❡❧✐♥❡✳

■♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❢❛❝t♦r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✏tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♥tr❛sts✑ r✉❧❡✱ t❤❡ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✉s t❤❡ ✜tt❡❞ ✜rst ♦r❞❡r tr❡♥❞ ✐s
exp(4.198) = 66.55 ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ exp(4.198+0.439) = 103.2 ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ✇❡r❡ 80 ❛♥❞ 100✳

✷✻



❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✿❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s γt(u,x) = exp(t(u,x) log γ) ❛t ❛ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ u✱
❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ x✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡✬r❡ ✉s✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♥tr❛sts✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ log γ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✿❣r♦✉♣tr❡❛t♠❡♥t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ log γ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙tr❛✉ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r γ ✐s exp(0.0684) = 1.071 ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ exp(0.0684 + (−0.9546)) = 0.4122 ❢♦r
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ 1 ❛♥❞ 0.5✳

✶✶✳✸✳✸ ❈♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✜tt❡❞ ❛ ❙tr❛✉ss ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ s✐♠❜❛ ❞❛t❛s❡t✱
t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ P♦✐ss♦♥ ✭γ ≈ 1✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ♥♦✇
✇❛♥t t♦ ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s P♦✐ss♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ ❙tr❛✉ss ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡
P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

❃ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❂❤②♣❡r❢r❛♠❡✭♣♦❂P♦✐ss♦♥✭✮✱ str❂❙tr❛✉ss✭✵✳✵✼✮✮

❲❤❛t ❞♦ ✇❡ ✇r✐t❡ ❢♦r t❤❡ ✐❢♦r♠✉❧❛❄ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇✐❧❧ ♥♦t ✇♦r❦✿

❃ ✐❢♦r♠✉❧❛❂⑦✐❢❡❧s❡✭❣r♦✉♣❂❂✧❝♦♥tr♦❧✧✱ ♣♦✱ str✮

❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉ss ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❵✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✬ ✐♥s✐❞❡ s✉❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
■♥t❡r♥❛❧❧② ✐♥ ♠♣♣♠ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♣♦ ❛♥❞ str ✐♥t♦ ♠❛tr✐❝❡s❀ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ s♦ t❤❡ ✐❢❡❧s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

■♥st❡❛❞ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❃ ✐❢♦r♠✉❧❛❂⑦■✭✭❣r♦✉♣❂❂✧❝♦♥tr♦❧✧✮✯♣♦✮ ✰ ■✭✭❣r♦✉♣❂❂✧tr❡❛t♠❡♥t✧✮ ✯ str✮

❚❤❡ ❧❡tt❡r ■ ❤❡r❡ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❘ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛
❢♦r♠✉❧❛ ✭t❤✉s t❤❡ ✯ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✭❣r♦✉♣❂❂✧❝♦♥tr♦❧✧✮ ✐s ❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① ♣♦✱ ②✐❡❧❞s ❛ ♠❛tr✐①✳

❙♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦❡s ✇♦r❦✿

❃ ❣ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭♣♦❂P♦✐ss♦♥✭✮✱ str❂❙tr❛✉ss✭✵✳✵✼✮✮

❃ ❢✐t✷ ❁✲ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✱ ❣✱

✰ ✐❢♦r♠✉❧❛❂⑦■✭✭❣r♦✉♣❂❂✧❝♦♥tr♦❧✧✮✯♣♦✮

✰ ✰ ■✭✭❣r♦✉♣❂❂✧tr❡❛t♠❡♥t✧✮ ✯ str✮✮

❃ ❢✐t✷

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✶✵ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts ⑦ ✶✱ s✐♠❜❛✱ ❣✱ ✐❢♦r♠✉❧❛ ❂ ⑦■✭✭❣r♦✉♣ ❂❂ ✧❝♦♥tr♦❧✧✮ ✯

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶

❋✐tt❡❞ tr❡♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮

✹✳✸✾✶✹✶✸

❋✐tt❡❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿

■✭✭❣r♦✉♣ ❂❂ ✧❝♦♥tr♦❧✧✮ ✯ ♣♦✮ ■✭✭❣r♦✉♣ ❂❂ ✧tr❡❛t♠❡♥t✧✮ ✯ str✮

◆❆ ✲✵✳✻✾✾✹✽✹✺

✷✼



❆❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ✭✶✵ ① ✷ ♠❛tr✐①✮

❙✉♠♠❛r② t❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

r♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✶ ✶ ❆

✷ ✷ ❆

✸ ✸ ❆

✹ ✹ ❆

✺ ✺ ❆

✻ ✻ ❇

✼ ✼ ❇

✽ ✽ ❇

✾ ✾ ❇

✶✵ ✶✵ ❇

❦❡② t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❛❜❧❡✿

✩❆

P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

✩❇

❙tr❛✉ss ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✿ ✵✳✵✼

❋✐tt❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣❛♠♠❛✿ ✵✳✹✾✻✽✹✶✸

❂❂❂ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❂❂❂❂✿

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✷✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✸✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✹✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✺✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✻✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✾✻✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✼✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✾✻✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✽✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✾✻✽✮

✷✽



■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✾✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✾✻✽✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✇ ✶✵✿ ❙tr❛✉ss✭r ❂ ✵✳✵✼✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✹✾✻✽✮

✶✷ ❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts

✶✷✳✶ ▼✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜t ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❵r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✬✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ◆♦r♠❛❧❧②✲❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✳

✶✷✳✶✳✶ ▼✐①❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ✸ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢
✇❛t❡rstr✐❞❡rs✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
❜✉t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✳ ■♥ ❡❛❝❤ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② λ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✱
❜✉t ✐t ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❵♠✐①❡❞ P♦✐ss♦♥
♣r♦❝❡ss✬ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❵❈♦① ♣r♦❝❡ss❡s✬ ✭P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳
▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✲✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛ ◆♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✭✈❡r②
❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❵❧♦❣✲●❛✉ss✐❛♥ ❈♦① ♣r♦❝❡ss✬✳

❚♦ ✜t s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❬✽✱ ✻✱ ✶✵❪✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞
P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠

λi(u) = exp(µ+ Zi) ✭✶✮

❢♦r t❤❡ it❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭t❤❡ ❵✜①❡❞ ❡✛❡❝t✬✮ ❛♥❞ Zi ∼ N(0, σ2)
✐s ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ◆♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭t❤❡ ❵r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t✬ ❢♦r ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ i✮✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Z1, . . . , Zn ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❧✐s❡❞ ✈❛❧✉❡s zi ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t
♣❛tt❡r♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♦❢ s✉❝❤ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞
r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✏♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts✑ ♠♦❞❡❧✳

✶✷✳✶✳✷ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡

❲❤❡♥ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠✲❡✛❡❝ts ♦r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ Zi ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s
i✳ ■❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t Zi = Zj ✇❤❡♥❡✈❡r i ❛♥❞
j ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t✳ ❙♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳
❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♣s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧✳ ❊❛❝❤
❜❛t❝❤ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✉♥❞❡r s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❜❛t❝❤❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜❛t❝❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐s ✇❡❧❧✲♠✐①❡❞✳

✶✷✳✶✳✸ ❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

■♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✭✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡✮ ✐♥
t❤❡ ❧♦❣✲✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ✐s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ v
✐s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✭❡✳❣✳ ❵t❡♠♣❡r❛t✉r❡✬✮✱ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ vi ❢♦r t❤❡ it❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡♥ ✇❡
❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡

λi(u) = exp(µ+ Zivi) ✭✷✮

✷✾



✇❤❡r❡ Zi ∼ N(0, σ2) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t i✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦♥ v✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡ V ✳ ❙✉♣♣♦s❡ Vi ✐s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢♦r
t❤❡ it❤ ♣❛tt❡r♥ ✭s♦ t❤❛t Vi(u) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ u ❢♦r t❤❡ it❤ ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡

λi(u) = exp(µ+ ZiVi(u)) ✭✸✮

✇❤❡r❡ Zi ∼ N(0, σ2) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t i✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
✐❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s Vi ❛r❡ ♥♦t ❵♥♦r♠❛❧✐s❡❞✬ ♦r ❵st❛♥❞❛r❞✐s❡❞✬ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❡✳❣✳ t❤❡② ❛r❡
✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Zi ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣
♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛♥❞❛r❞✐s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

✶✷✳✷ ❋✐tt✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❝❛❧❧ t♦ ♠♣♣♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✇✐t❤ ♥♦ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ♠✉st ❜❡ r❡❝♦❣♥✐s❛❜❧❡ t♦ ❧♠❡✳ ■t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

⑦①✶ ✰ ✳✳✳ ✰ ①♥ ⑤ ❣

♦r

⑦①✶ ✰ ✳✳✳ ✰ ①♥ ⑤ ❣✶✴✳✳✳✴❣♠

✇❤❡r❡ ①✶ ✰ ✳✳✳ ✰ ①♥ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❣ ♦r ❣✶✴✳✳✳✴❣♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✭❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮ str✉❝t✉r❡✳ ❍❡r❡ ❣ ♦r ❣✶✱ ✳✳✳✱ ❣♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛❝t♦rs✳

❚♦ ✜t t❤❡ ♠✐①❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ t♦ t❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❝❡♣t
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭s♦ ① ✐s ✶✮ t❤❛t ✈❛r✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✭s♦ ❣ ✐s ✐❞✮✳ ❚❤❡ r❡s❡r✈❡❞ ♥❛♠❡ ✐❞ ✐s ❛
❢❛❝t♦r r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✉s

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭P❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ♠♣♣♠✭P ⑦ ✶✱ ❍✱ r❛♥❞♦♠❂⑦✶⑤✐❞✮

✐t❡r❛t✐♦♥ ✶

P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢✐tt❡❞ t♦ ✸ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s

❈❛❧❧✿ ♠♣♣♠✭P ⑦ ✶✱ ❍✱ r❛♥❞♦♠ ❂ ⑦✶ ⑤ ✐❞✮

▲♦❣ tr❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶

❋✐①❡❞ ❡❢❢❡❝ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮

✲✹✳✶✸✶✷✸✸

❘❛♥❞♦♠ ❡❢❢❡❝ts✿

✭■♥t❡r❝❡♣t✮

✶ ✸✳✽✶✺✻✷✷❡✲✵✽

✷ ✲✶✳✵✷✼✾✼✽❡✲✵✼

✸ ✻✳✹✻✹✶✻✷❡✲✵✽

❘❛♥❞♦♠ ❡❢❢❡❝ts s✉♠♠❛r②✿

❘❛♥❞♦♠ ❡❢❢❡❝ts✿

❋♦r♠✉❧❛✿ ⑦✶ ⑤ ✐❞

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❘❡s✐❞✉❛❧

✸✵



❙t❞❉❡✈✿ ✵✳✵✵✵✷✶✸✺✾✶✺ ✶

❱❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

❙tr✉❝t✉r❡✿ ❢✐①❡❞ ✇❡✐❣❤ts

❋♦r♠✉❧❛✿ ⑦✐♥✈✇t

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚♦ ✜t t❤❡ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧ ✭✷✮ t♦ t❤❡ ❝♦❝✉❧t✉r❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❆str♦■♠ ❝♦✈❛r✐❛t❡✱ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠
❡✛❡❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✇❡❧❧✱

❃ ♠♣♣♠✭◆❡✉r♦♥s ⑦ ❆str♦■♠✱ r❛♥❞♦♠❂⑦❆str♦■♠⑤❲❡❧❧◆✉♠❜❡r✮

✶✸ ❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧

❋✐tt❡❞ ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠♣♣♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✳

✶✸✳✶ ❋✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥

✶✸✳✶✳✶ ❙✉❜✜ts

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s✉❜❢✐ts t❛❦❡s ❛♥ ♠♣♣♠ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡①tr❛❝ts✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ✜tt❡❞
♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❛t ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✜t✳ ■t r❡t✉r♥s ❛ ❧✐st ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢
❝❧❛ss ♣♣♠✳

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❲❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ❢✐t ❁✲ ♠♣♣♠✭❲ ⑦ ✶✱ ❍✮

❃ s✉❜❢✐ts✭❢✐t✮

✶✿

❙t❛t✐♦♥❛r② P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❋✐tt❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛s❡t ✬❨✬

■♥t❡♥s✐t②✿ ✵✳✵✶✻✵✻✸✵✻

❋♦r st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✱ t②♣❡ ❝♦❡❢✭s✉♠♠❛r②✭①✮✮

✷✿

❙t❛t✐♦♥❛r② P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❋✐tt❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛s❡t ✬❨✬

■♥t❡♥s✐t②✿ ✵✳✵✶✻✵✻✸✵✻

❋♦r st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✱ t②♣❡ ❝♦❡❢✭s✉♠♠❛r②✭①✮✮

✸✿

❙t❛t✐♦♥❛r② P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss

❋✐tt❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛s❡t ✬❨✬

■♥t❡♥s✐t②✿ ✵✳✵✶✻✵✻✸✵✻

❋♦r st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✱ t②♣❡ ❝♦❡❢✭s✉♠♠❛r②✭①✮✮

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ t❤r❡❡ ♣♣♠ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✜ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ❞❛t❛s❡t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜tt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✳

✸✶



◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❢✐ts✳ ❚✇♦ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡❀ t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜❢✐ts✳♦❧❞ ❛♥❞ s✉❜❢✐ts✳♥❡✇✳❚❤❡
♦❧❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❝r❛s❤✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ♥❡✇❡r ✈❡rs✐♦♥ s✉❜❢✐ts✳♥❡✇ ✐s q✉✐t❡ ♠❡♠♦r②✲
❤✉♥❣r② ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛✉s❡s ❘ t♦ ❤❛♥❣✳ ❲❡✬r❡ st✐❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱
s✉❜❢✐ts ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s s✉❜❢✐ts✳♦❧❞✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s s✐♠♣❧② ❜② r❡❛ss✐❣♥✐♥❣✱ ❡✳❣✳

❃ s✉❜❢✐ts ❁✲ s✉❜❢✐ts✳♥❡✇

✶✸✳✶✳✷ ❋✐tt✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥

❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜t ❛ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ ♣♣♠✳
❚❤❡ ❡❛s② ✇❛② t♦ ❞♦ t❤✐s ✐s ✇✐t❤ ✇✐t❤✳❤②♣❡r❢r❛♠❡✳

❚♦ ✜t ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✉♥✐❢♦r♠ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs ♣❛tt❡r♥s✱

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❲❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ✇✐t❤✭❍✱ ♣♣♠✭❲✮✮
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❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤r❡❡ ✜tt❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ✭♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ♣♣♠✮✱ ❜✉t ♥♦✇ t❤❡
✜tt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

✶✸✳✷ ❘❡s✐❞✉❛❧s

❖♥❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❝❤❡❝❦ ❛ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✳

✶✸✳✷✳✶ P♦✐♥t ♣r♦❝❡ss r❡s✐❞✉❛❧s

❙♦♠❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❬✹✱ ✶❪ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❢♦r ❛ ✜tt❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ✭✜tt❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t
♣❛tt❡r♥✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s♣❛tst❛t ❛s r❡s✐❞✉❛❧s✳♣♣♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢
❝❧❛ss ♣♣♠✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✜tt❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧s✳♠♣♣♠ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss r❡s✐❞✉❛❧s ❢♦r ❛♥ ♠♣♣♠ ♦❜❥❡❝t✳
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✶✸✳✷✳✷ ❙✉♠s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s

■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ t❤❛t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤♦✇
♠✉❝❤ t❤❛t ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✮✳

❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✳♠sr✿
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❃ t♦tr❡s ❁✲ s❛♣♣❧②✭r❡s✱ ✐♥t❡❣r❛❧✳♠sr✮

■♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ ♣❧♦t t❤❡s❡ t♦t❛❧ r❡s✐❞✉❛❧s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✿

❃ ❢✐t ❁✲ ♠♣♣♠✭P♦✐♥ts⑦■♠❛❣❡✱ ❞❛t❛❂❞❡♠♦❤②♣❡r✮
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❃ t♦tr❡s ❁✲ s❛♣♣❧②✭r❡s✐❞s✱ ✐♥t❡❣r❛❧✳♠sr✮

❃ ❛r❡❛s ❁✲ ✇✐t❤✭❞❡♠♦❤②♣❡r✱ ❛r❡❛✳♦✇✐♥✭❛s✳♦✇✐♥✭P♦✐♥ts✮✮✮
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❃ ❞❢✩r❡s✐❞s ❁✲ t♦tr❡s✴❛r❡❛s
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♣❧♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣♣♠ ♦❜❥❡❝ts✳
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✭❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞♦ t❤✐s ❢♦r ♠♦❞❡❧s ✜tt❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥s✳✮

✶✸✳✷✳✹ ❘❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ❛❧❧
♣❛tt❡r♥s ✭✉s✐♥❣ ♠♣♣♠✮ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥ ✭✉s✐♥❣ ♣♣♠✮✳

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭P ❂ ✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ❢✐t❛❧❧ ❁✲ ♠♣♣♠✭P ⑦ ✶✱ ❍✮

❃ t♦❣❡t❤❡r ❁✲ s✉❜❢✐ts✭❢✐t❛❧❧✮

❃ s❡♣❛r❛t❡ ❁✲ ✇✐t❤✭❍✱ ♣♣♠✭P✮✮

❃ ❋✐ts ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❚♦❣❡t❤❡r❂t♦❣❡t❤❡r✱ ❙❡♣❛r❛t❡❂s❡♣❛r❛t❡✮

❃ ❞r ❁✲ ✇✐t❤✭❋✐ts✱ ✉♥❧✐st✭❝♦❡❢✭❙❡♣❛r❛t❡✮✮ ✲ ✉♥❧✐st✭❝♦❡❢✭❚♦❣❡t❤❡r✮✮✮

❃ ❞r

✶ ✷ ✸

✵✳✵✷✷✷✺✹✽✷ ✲✵✳✵✻✵✼✵✽✻✽ ✵✳✵✹✵✶✺✸✵✸

❃ ❡①♣✭❞r✮

✶ ✷ ✸

✶✳✵✷✷✺✵✹✸ ✵✳✾✹✶✵✾✼✹ ✶✳✵✹✵✾✼✵✶

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ tr② ❞❡❧❡t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ❡t❝✳

✶✸✳✸ ●♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡sts

✶✸✳✸✳✶ ◗✉❛❞r❛t ❝♦✉♥t t❡st

❚❤❡ χ2 ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛❞r❛t ❝♦✉♥ts ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ♣♣♠ ✭✐♥
q✉❛❞r❛t✳t❡st✳♣♣♠✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ♠♣♣♠ ✭✐♥ q✉❛❞r❛t✳t❡st✳♠♣♣♠✮✳

✸✻



❚❤✐s ✐s ❛ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡st ❢♦r ❛ ✜tt❡❞ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉♥✐❢♦r♠ ♦r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳

❃ ❍ ❁✲ ❤②♣❡r❢r❛♠❡✭❳❂✇❛t❡rstr✐❞❡rs✮

❃ ★ P♦✐ss♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s

❃ ❢✐t✶ ❁✲ ♠♣♣♠✭❳⑦✶✱ ❍✮

❃ q✉❛❞r❛t✳t❡st✭❢✐t✶✱ ♥①❂✷✮

❈❤✐✲sq✉❛r❡❞ t❡st ♦❢ ❢✐tt❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✬❢✐t✶✬ ✉s✐♥❣ q✉❛❞r❛t ❝♦✉♥ts

❞❛t❛✿ ❢✐t✶

❳✷ ❂ ✶✳✽✺✾✻✱ ❞❢ ❂ ✶✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✵✵✷✶✸✼

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ t✇♦✳s✐❞❡❞

P♦♦❧❡❞ t❡st

◗✉❛❞r❛ts ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❡sts✿

▲✐st ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts

✶✿

✷ ❜② ✷ ❣r✐❞ ♦❢ t✐❧❡s

✷✿

✷ ❜② ✷ ❣r✐❞ ♦❢ t✐❧❡s

✸✿

✷ ❜② ✷ ❣r✐❞ ♦❢ t✐❧❡s

❃ ★ ✉♥✐❢♦r♠ P♦✐ss♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❢❢❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥

❃ ❢✐t✷ ❁✲ ♠♣♣♠✭❳ ⑦ ✐❞✱ ❍✮

❃ q✉❛❞r❛t✳t❡st✭❢✐t✷✱ ♥①❂✷✮

❈❤✐✲sq✉❛r❡❞ t❡st ♦❢ ❢✐tt❡❞ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ✬❢✐t✷✬ ✉s✐♥❣ q✉❛❞r❛t ❝♦✉♥ts

❞❛t❛✿ ❢✐t✷

❳✷ ❂ ✶✳✽✺✾✻✱ ❞❢ ❂ ✾✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✵✶✸✵✶

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ t✇♦✳s✐❞❡❞

P♦♦❧❡❞ t❡st

◗✉❛❞r❛ts ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❡sts✿

▲✐st ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts

✶✿

✷ ❜② ✷ ❣r✐❞ ♦❢ t✐❧❡s

✷✿

✷ ❜② ✷ ❣r✐❞ ♦❢ t✐❧❡s

✸✿

✷ ❜② ✷ ❣r✐❞ ♦❢ t✐❧❡s

❙❡❡ t❤❡ ❤❡❧♣ ❢♦r q✉❛❞r❛t✳t❡st✳♣♣♠ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✳t❡st✳♠♣♣♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳

✸✼



✶✸✳✸✳✷ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st

❚❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ♦❢ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ t❡st t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ x ✐s ❛ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(u) ✭❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s u ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ W ✮✳ ▲❡t Z(u) ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥✱
r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ u✳ ❯♥❞❡r H0✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Z ❛t t❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✱ Z(xi) ❢♦r ❡❛❝❤ xi ∈ x✱ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥

F0(z) =

∫
W λ(u)1{Z(u) ≤ z} du

∫
W λ(u) du

.

❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ♦❢ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s Z(xi) t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✳❞✳❢✳ F0✳

❚❤❡ t❡st ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❦st❡st✳♣♣♠✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ✐s

❃ ❦st❡st✳♠♣♣♠✭♠♦❞❡❧✱ ❝♦✈❛r✐❛t❡✮

✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭♦❢ ❝❧❛ss ✧♠♣♣♠✧✮ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✐s ❡✐t❤❡r

❼ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✭①✱②✮ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭①✱②✮

❼ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s

❼ ❛ ❧✐st ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛

❼ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛

❼ ❛ ❤②♣❡r❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡s✳

❙❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✻ ♦❢ ❬❄❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸✽



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❇❛❞❞❡❧❡②✱ ❏✳ ▼ø❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❆✳●✳ P❛❦❡s✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♥♥❛❧s
♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✻✵✿✻✷✼✕✻✹✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✷❪ ❆✳ ❇❛❞❞❡❧❡②✱ ❊✳ ❘✉❜❛❦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚✉r♥❡r✳ ❙♣❛t✐❛❧ P♦✐♥t P❛tt❡r♥s✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤

❘✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✴❈❘❈ Pr❡ss✱ ✷✵✶✺✳

❬✸❪ ❆✳ ❇❛❞❞❡❧❡②✱ ■✳ ❙✐♥t♦r♥✱ ▲✳ ❇✐s❝❤♦❢✱ ❘✳ ❚✉r♥❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍❡❣❣❛rt②✳ ❆♥❛❧②s✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳ ■♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❬✹❪ ❆✳ ❇❛❞❞❡❧❡②✱ ❘✳ ❚✉r♥❡r✱ ❏✳ ▼ø❧❧❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍❛③❡❧t♦♥✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss❡s
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